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连续变量六组份和八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ
纠缠态光场产生系统
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摘要　Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态是执行单向量子计算的基本资源。星型Ｃｌｕｓｔｅｒ态可用于构建量子信息网络。以非简并光学

参变放大器产生的双模压缩态光场为基础，设计了产生连续变量六组份和八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场的实验

方案，并推导了相应的量子不可分判据。计算结果指出，当量子不可分判据中的增益因子取为１时，需要一定的初

始压缩度才能制备星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态；但当选取最佳增益因子时，极低的压缩也能产生星型纠缠。计算为实验系

统设计提供了直接参考。
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１　引　　言
多组份纠缠态是量子计算和量子通信网络的重

要资源。当一个系统包含两个以上的子系统时，各
个子系统之间的关联方式就变得多种多样。在连续
变量领域，多组份纠缠态包括Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态［１，２］、

Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ－Ｈｏｒｎｅ－Ｚｅｉｌｉｎｇｅｒ（ＧＨＺ）纠缠态［３］和权
重图态［４］等多种类型。Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态是一种具有

较高的纠缠保持特性的多组份纠缠态，其相互作用
仅存在于相邻模式之间。测量Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态中的
任意一个模式，仅破坏与之相邻模式之间的量子关
联，不会完全破坏所有的量子纠缠。与通常的线路
模型相比［５］，基于Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的量子计算是一
种新颖的量子计算模型 单向量子计算模型［６］，
它利用Ｃｌｕｓｔｅｒ态的特殊量子纠缠特性，通过对选
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定的量子模式的测量和测量结果的前馈，完成不同
的逻辑操作。连续变量量子计算更适合于模拟连续
变化的量子系统［７］。在理论上已经证明，利用连续
变量Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态再加上一个非高斯操作，可以
执行通用量子计算［８］。

Ｚｈａｎｇ等［１］于２００６年提出可以通过对高压缩
度的光束进行量子非破坏耦合来实现连续变量高斯

Ｃｌｕｓｔｅｒ态。Ｌｏｏｃｋ等［２］证明以一系列相位压缩态
光场作为输入态，通过特定分束器网络变换，可制备
不同种类的Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场。本文研究小组［９］

于２００７年最早实验制备了连续变量四组份Ｃｌｕｓｔｅｒ
和ＧＨＺ纠缠态光场，随后２００８年日本东京大学的
研究小组［１０］也实验制备了连续变量四组份Ｃｌｕｓｔｅｒ
纠缠态。最近，美国弗吉尼亚大学的研究组［１１］利用
一个光学参变震荡腔制备了１５个四组份方形

Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场。利用实验制备的四组份

Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态，已经实现了通用二次相位门［１２］，量
子可控Ｘ操作［１３］，单模压缩操作和傅里叶变换［１４］

以及量子可控相位门［１５］等量子逻辑操作。
除Ｃｌｕｓｔｅｒ态之外，ＧＨＺ态也是应用很广泛的

多组份纠缠态。连续变量ＧＨＺ纠缠态光场是Ｎ 个
子系统正交相位（振幅）之总和以及两两相对正交振
幅（相位）之差的本征态。本课题组实验制备了三组
份［１６］和四组份ＧＨＺ纠缠态［９］，并实验实现了受控
量子密集编码［１６］。日本东京大学的研究所［１７］利用
实验制备的三组份ＧＨＺ纠缠态实验演示了一个量
子离物传态网络。近来，理论研究表明连续变量

ＧＨＺ纠缠态可被用于验证贝尔不等式和 ＥＰＲ－
ｓｔｅｅｒｉｎｇ［１８，１９］。到目前为止，实验产生的最高多组份
连续 变 量 纠 缠 态 是 四 组 份 Ｃｌｕｓｔｅｒ 和 ＧＨＺ
态［９，１０，２０］。
在连续变量单向量子计算模型中，如果要最终实

现量子网络和构建量子计算机，就要制备更多组份的

Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态。本文以非简并光学参变放大器
（ＮＯＰＡ）产生的双模压缩态光场为基础，设计了产生
连续变量六组份和八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的实验
方案，并推导了相应的量子不可分判据。由于连续变
量ＧＨＺ纠缠态与星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态具有相同的图
形表示，因此设计的产生星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场的
方案可直接应用于产生ＧＨＺ纠缠态光场。

２　连续变量Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态和 ＧＨＺ
纠缠态
在无限压缩的情况下，连续变量Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠

态中的每个模式ａ^ｉ的正交分量服从以下关系式：

Ｙ^^ａｉ －∑
ａ^ｊ∈Ｎａ

Ｘ^ａ^ｊ →０，　^ａｉ∈Ｇ， （１）

式中湮灭算符Ｘ^＝ （^ａ＋^ａ）／２和Ｙ^＝ （^ａ－^ａ）／２ｉ分
别为模式ａ^ｉ的正交振幅和正交相位分量。^ａｊ ∈Ｎａ
表示与模式ａ^ｉ相邻并具有相互作用的所有模式，模
式ａ^ｉ为Ｃｌｕｓｔｅｒ态中的一个任意模式。图１为连续
变量星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的图形表示，（ａ）为六组份
星型结构，（ｂ）为八组份星型结构。以六组份星型

Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态为例，在无限压缩情况下，其量子关
联式为

Ｙ^^ａ１－Ｘ^^ａ２－Ｘ^^ａ３－Ｘ^^ａ４－Ｘ^^ａ５－Ｘ^^ａ６ →０，

Ｙ^^ａ２－Ｘ^^ａ１ →０，　^Ｙ^ａ３－Ｘ^^ａ１ →０，　^Ｙ^ａ４－Ｘ^^ａ１ →０，

Ｙ^^ａ５－Ｘ^^ａ１ →０，　^Ｙ^ａ６－Ｘ^^ａ１ →０．

图１ 连续变量星型Ｃｌｕｓｔｅｒ的图形表示。（ａ）六组份

结构，（ｂ）八组份结构

Ｆｉｇ．１ Ｇｒａｐｈ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ－ｖａｒｉａｂｌｅ　Ｃｌｕｓｔｅｒ

ｓｔａｔｅ．（ａ）Ｓｉｘ－ｐａｒｔｉｔｅ　ｓｔａｒ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ；（ｂ）ｅｉｇｈｔ－ｐａｒｔｉｔｅ

　　　　　　　ｓｔａｒ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

　　对于Ｎ 组份连续变量ＧＨＺ纠缠态，在无限压
缩的情况下，各个模式的正交分量之间满足以下的
量子关联关系式：

Ｘ^^ａ１＋Ｘ^^ａ２＋…＋Ｘ^^ａＮ →０

Ｙ^^ａｉ －Ｙ^^ａｊ（ｊ≠ｉ，ｉ，ｊ∈Ｎ）→０， （２）
对于六组份ＧＨＺ纠缠态，其正交分量ａ^ｉ 满足关系
式

Ｘ^^ａ１＋Ｘ^^ａ２＋Ｘ^^ａ３＋Ｘ^^ａ４＋Ｘ^^ａ５＋Ｘ^^ａ６ →０，

Ｙ^^ａ１－Ｙ^^ａ２ →０，　^Ｙ^ａ１－Ｙ^^ａ３ →０，　^Ｙ^ａ１－Ｙ^^ａ４ →０，

Ｙ^^ａ１－Ｙ^^ａ５ →０，　^Ｙ^ａ１－Ｙ^^ａ６ →０．
如果对模式 ａ^１ 做傅里叶变换 （在相空间旋转
－９０°），则ＧＨＺ纠缠态光场的量子关联式变为

－Ｙ^^ａ１＋Ｘ^^ａ２＋Ｘ^^ａ３＋Ｘ^^ａ４＋Ｘ^^ａ５＋Ｘ^^ａ６ →０，

Ｘ^^ａ１－Ｙ^^ａ２ →０，　^Ｘ^ａ１－Ｙ^^ａ３ →０，　^Ｘ^ａ１－Ｙ^^ａ４ →０，

Ｘ^^ａ１－Ｙ^^ａ５ →０，^Ｘ^ａ１－Ｙ^^ａ６ →０．
可以看出，这些量子关联式等价于六组份星型

Ｃｌｕｓｔｅｒ态的量子关联式。这一方法可以推广至任
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意Ｎ 组份 ＧＨＺ纠缠态。由此可见，在无限压缩
（ｒ→∞）的情况下，对一个Ｎ 模的连续变量ＧＨＺ态
中的一个模式进行傅里叶变换可以得到一个Ｎ 模
的连续变量星型Ｃｌｕｓｔｅｒ态，这个作变换的模式就
是星型Ｃｌｕｓｔｅｒ态的中间模式。

３　连续变量星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态产生
系统

３．１　六组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态产生系统
一般而言，以Ｎ 个正交相位压缩态光场

ａ^ｉ ＝Ｘ^^ａｉｅｘｐ（ｒ）＋ｉ^Ｙａ^ｉｅｘｐ（－ｒ），　ｉ＝１～Ｎ
式中ｒ为压缩参量，ｒ＝０时代表没有压缩（相干态）
的情况，ｒ→ ∞ 代表理想压缩的情况。作为输入态，
经过一个线性变换

ｂ^ｋ ＝∑ｌＵｋｌ^ａｌ，　ｋ，ｌ∈Ｎ

式中Ｕ 为幺正变换矩阵，可以得到不同种类的Ｎ 模

Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场［２］。
利用三个 ＮＯＰＡ产生的六束正交压缩态光场

作为产生星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的输入态，其中ａ^１，^ａ３
和ａ^５ 为正交振幅压缩态光场，即

ａ^ｉ ＝Ｘ^^ａｉ ＋ｉ^Ｙ^ａｉ ＝ｅｘｐ（－ｒ）^Ｘ
（０）
ａ^ｉ ＋ｉｅｘｐ（ｒ）^Ｙ

（０）
ａ^ｉ
，

ｉ＝１，３，５，
式中ａ^２，^ａ４ 和ａ^６ 为正交相位压缩态光场，即

ａ^ｊ ＝^Ｘ^ａｊ ＋ｉ^Ｙ^ａｊ ＝ｅｘｐ（ｒ）^Ｘ
（０）
ａ^ｊ ＋ｉｅｘｐ（－ｒ）^Ｙ

（０）
ａ^ｊ
，

ｊ＝２，４，６．
式中Ｘ^（０）

ａ^ｉ
，^Ｙ（０）
ａ^ｉ
，^Ｘ（０）

ａ^ｊ
和Ｙ^（０）

ａ^ｉ
表示真空场的正交分量，

其起伏方差为Ｖ［^Ｘ（０）
ａ^ｉ，ｊ
］＝Ｖ［^Ｙ（０）

ａ^ｉ，ｊ
］＝１／４。获得六组

份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的幺正矩阵Ｕ６ 为

Ｕ６＝

－１
槡２

ｉ
槡６

ｉ
槡６

ｉ
槡６

０ ０

ｉ
槡２

－１
槡６

－１
槡６

－１
槡６

０ ０

０ 槡２３ －１
槡６

－１
槡６

０ ０

０ ０ －１
槡６

１
槡６

－ｉ槡２３ ０

０ ０ －１
槡６

１
槡６

ｉ
槡６

－１
槡２

０ ０ －１
槡６

１
槡６

ｉ
槡６

１
槡

熿

燀

燄

燅２

．

（３）

根据ｂ^ｋ ＝∑ｌＵｋｌ^ａｌ（ｋ，ｌ∈Ｎ），可以计算得到输出

光场各个模式的表达式为

ｂ^１ ＝－ａ^１
槡２
＋ｉ^ａ２
槡６
－ｉ^ａ３
槡６
＋ｉ^ａ４
槡６

ｂ^２ ＝ｉ^ａ１
槡２
－ａ^２
槡６
＋ａ^３
槡６
－ａ^４
槡６

ｂ^３ ＝槡２３^ａ２＋ａ^３槡６－
ａ^４
槡６

ｂ^４ ＝ａ^３
槡６
＋ａ^４
槡６
－ｉ槡２３^ａ５

ｂ^５ ＝ａ^３
槡６
＋ａ^４
槡６
＋ｉ^ａ５
槡６
－ａ^６
槡２

ｂ^６ ＝ａ^３
槡６
＋ａ^４
槡６
＋ｉ^ａ５
槡６
＋ａ^６
槡２
　． （４）

由（４）式计算得到输出光场正交分量之间的量子关
联关系式：

Ｙ^^ｂ１－Ｘ^^ｂ２－Ｘ^^ｂ３－Ｘ^^ｂ４－Ｘ^^ｂ５－Ｘ^^ｂ６ ＝槡６^Ｘ^ａ３
Ｙ^^ｂ２－Ｘ^^ｂ１ ＝槡２^Ｘ^ａ１

Ｙ^^ｂ３－Ｘ^^ｂ１ ＝槡１２Ｘ^^ａ１＋槡３２Ｙ^^ａ２
Ｙ^^ｂ４－Ｘ^^ｂ１ ＝槡１２Ｘ^^ａ１＋槡１６Ｙ^^ａ２＋槡２３Ｙ^^ａ４－槡２３Ｘ^^ａ５
Ｙ^^ｂ５－Ｘ^^ｂ１ ＝槡１２Ｘ^^ａ１＋槡１６Ｙ^^ａ２＋槡２３Ｙ^^ａ４＋槡１６Ｘ^^ａ５－槡１２Ｙ^^ａ６
Ｙ^^ｂ６－Ｘ^^ｂ１ ＝槡１２Ｘ^^ａ１＋槡１６Ｙ^^ａ２＋槡２３Ｙ^^ａ４＋槡１６Ｘ^^ａ５＋槡１２Ｙ^^ａ６． （５）

　　由（５）式可见，量子关联表达式中只包含压缩分量，在理想压缩时，方程右边趋近于零。矩阵Ｕ６ 可以分
解为一个由５个光学分束器构成的网络：

Ｕ６ ＝Ｆ１Ｉ４（－１）Ｉ５（－１）Ｉ６（－１）Ｂ＋１２（Ｔ４）Ｆ１Ｂ＋５６（Ｔ５）Ｂ＋２３（Ｔ２）Ｂ＋４５（Ｔ３）Ｆ５Ｂ＋３４（Ｔ１），

０６２７００２－３
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式中Ｆ代表傅里叶变换，Ｂ±ｋｌ＝
槡Ｔ　 １－槡 Ｔ

± １－槡 Ｔ 槡
熿

燀

燄

燅Ｔ
表

示光学分束器变换，Ｉ（－１）表示在相空间旋转１８０°。
产生六组份Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的实验方案如图２

所示，图中ｉ表示傅里叶变换，－１＝ｅｘｐ（ｉπ）表示相
位旋转１８０°。将三个 ＮＯＰＡ产生的六束单模正交
压缩态光场ａ１～ａ６ 以合适的相位在５个透射率分
别为Ｔ１＝１／２，Ｔ２＝Ｔ３＝２／３，Ｔ４＝Ｔ５＝１／２的分束
器上耦合，所得到的输出态光场ｂ１～ｂ６ 即为六组份

Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场。

３．２　八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场产生方案
获得八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的幺正矩阵Ｕ８

为 图２ 连续变量六组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ态产生系统

Ｆｉｇ．２Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉｃａｌ　ｓｅｔｕｐｓ　ｆｏｒ　ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ
ｔｈｅ　ｓｉｘ－ｐａｒｔｉｔｅ　ｓｔａｒ　Ｃｌｕｓｔｅｒ　ｓｔａｔｅ

Ｕ８ ＝

１
槡２

ｉ
槡６

１
槡２ ３

１
槡２ ２

１
槡２ ２

０ ０ ０

－ｉ
槡２

－１
槡６

ｉ
槡２　

１
槡 ３

ｉ
槡２　

１
槡 ２

ｉ
槡２　

１
槡 ２

０ ０ ０

０ 槡２３ ｉ
槡２ ３

ｉ
槡２ ２

ｉ
槡２ ２

０ ０ ０

０ ０ －ｉ槡３２
ｉ
槡２　

ｉ槡
２

ｉ
槡２　

ｉ槡
２

０ ０ ０

０　

ｉ槡

０　

ｉ槡

０ ｉ
槡２　

ｉ槡

２
－ ｉ
槡２　
ｉ
槡２

槡３
２ ０ ０

０　

ｉ
槡

０　

ｉ
槡

０ ｉ
槡２　

ｉ
槡

２
－ ｉ
槡２　
ｉ
槡２

－ １
槡２　
１
槡３
ｉ槡２３ ０

０ ０ ０ ｉ
槡２ ２

－ ｉ
槡２　
ｉ
槡２

－ １
槡２　
１
槡３

－ｉ
槡６

１
槡２

０　

ｉ
槡

０　

ｉ
槡

０ ｉ
槡２　

ｉ
槡

２
－ ｉ
槡２　
ｉ
槡２

－ １
槡２　
１
槡３

－ｉ
槡６

－１
槡

熿

燀

燄

燅２

． （６）

计算得到输出场的表达式为

ｂ^１ ＝ａ^１
槡２
＋ｉ^ａ２
槡６
＋ ａ^３
槡２　３
＋ ａ^４
槡２　２
＋ ａ^５
槡２　２

ｂ^２ ＝－ｉ^ａ１
槡２
－ａ^２
槡６
＋ ｉ^ａ３
槡２　３
＋ ｉ^ａ４
槡２　２
＋ ｉ^ａ５
槡２　２

ｂ^３ ＝槡２３^ａ２＋ ｉ^ａ３槡２　３＋
ｉ^ａ４
槡２　２
＋ ｉ^ａ５
槡２　２

ｂ^４ ＝－１２ 槡ｉ　３^ａ３＋
ｉ^ａ４
槡２　２
＋ ｉ^ａ５
槡２　２

ｂ^５ ＝ ｉ^ａ４
槡２　２
－ ｉ^ａ５
槡２　２
＋槡３^ａ６２

０６２７００２－４



赵亚平等：　连续变量六组份和八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场产生系统

ｂ^６ ＝ ｉ^ａ４
槡２　２
－ ｉ^ａ５
槡２　２
－ ａ^６
槡２　３
＋ｉ槡２３^ａ７

ｂ^７ ＝ ｉ^ａ４
槡２　２
－ ｉ^ａ５
槡２　２
－ ａ^６
槡２　３
－ｉ^ａ７
槡６
＋ａ^８
槡２

ｂ^８ ＝ ｉ^ａ４
槡２　２
－ ｉ^ａ５
槡２　２
－ ａ^６
槡２　３
－ｉ^ａ７
槡６
－ａ^８
槡２
． （７）

输出光场正交分量之间的关联关系式如下：

Ｙ^^ｂ１－Ｘ^^ｂ２－Ｘ^^ｂ３－Ｘ^^ｂ４－Ｘ^^ｂ５－Ｘ^^ｂ６－Ｘ^^ｂ７－Ｘ^^ｂ８ ＝ 槡２　２^Ｙ^ａ４
Ｙ^^ｂ２－Ｘ^^ｂ１ ＝－槡２^Ｘ^ａ１

Ｙ^^ｂ３－Ｘ^^ｂ１ ＝－槡１２Ｘ^^ａ１＋槡３２Ｙ^^ａ２
Ｙ^^ｂ４－Ｘ^^ｂ１ ＝－槡１２Ｘ^^ａ１＋槡１６Ｙ^^ａ２－２槡３Ｘ^^ａ３
Ｙ^^ｂ５－Ｘ^^ｂ１ ＝－槡１２Ｘ^^ａ１＋槡１６Ｙ^^ａ２－ １槡１２Ｘ^^ａ３－槡１２Ｘ^^ａ５＋槡３４Ｙ^^ａ６
Ｙ^^ｂ６－Ｘ^^ｂ１ ＝－槡１２Ｘ^^ａ１＋槡１６Ｙ^^ａ２－ １槡１２Ｘ^^ａ３－槡１２Ｘ^^ａ５－ １槡１２Ｙ^^ａ６＋槡２３Ｘ^^ａ７
Ｙ^^ｂ７－Ｘ^^ｂ１ ＝－槡１２Ｘ^^ａ１＋槡１６Ｙ^^ａ２－ １槡１２Ｘ^^ａ３－槡１２Ｘ^^ａ５－ １槡１２Ｙ^^ａ６－槡１６Ｘ^^ａ７＋槡１２Ｙ^^ａ８
Ｙ^^ｂ８－Ｘ^^ｂ１ ＝－槡１２Ｘ^^ａ１＋槡１６Ｙ^^ａ２－ １槡１２Ｘ^^ａ３－槡１２Ｘ^^ａ５－ １槡１２Ｙ^^ａ６－槡１６Ｘ^^ａ７－槡１２Ｙ^^ａ８， （８）

由（８）式可见，输出光场的量子关联表达式中只包含压缩分量，在理想压缩时，方程右边趋近于零。矩阵Ｕ８
可分解为由７个光学分束器构成的网络：

Ｕ８ ＝Ｆ＋２Ｆ３Ｆ＋４Ｉ８（－１）Ｂ＋１２（Ｔ６）Ｂ－７８（Ｔ７）Ｂ－２３（Ｔ４）Ｆ２Ｂ＋６７（Ｔ５）Ｆ７Ｂ＋３４（Ｔ２）Ｂ＋５６（Ｔ３）Ｆ５Ｂ＋４５（Ｔ１）．

　　图３为八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场的产生

图３ 连续变量八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ态产生系统

Ｆｉｇ．３Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉｃａｌ　ｓｅｔｕｐｓ　ｆｏｒ　ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ
ｔｈｅ　ｅｉｇｈｔ－ｐａｒｔｉｔｅ　ｓｔａｒ　Ｃｌｕｓｔｅｒ　ｓｔａｔｅ

系统。采用四个 ＮＯＰＡ产生的八束正交分量压缩
光ａ１～ａ８ 作为初始态，以合适的相位在７个分束比
例分别为Ｔ１～Ｔ７ 的分束器上耦合，得到输出态光

场ｂ１～ｂ８。光学分束器的透射率分别为Ｔ１＝１／２，

Ｔ２＝Ｔ３＝１／４，Ｔ４＝Ｔ５＝１／３，Ｔ６＝Ｔ７＝１／２。

４　连续变量六组份和八组份星型
Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的量子不可分判据
根据Ｌｏｏｃｋ等［２１］提出的多组份高斯纠缠态的

判据，考虑以下线性组合：

ｕ^＝ｈ１^Ｘ１＋ｈ２^Ｘ２＋…＋ｈＮ^ＸＮ

ｖ^ ＝ｇ１^Ｙ１＋ｇ２^Ｙ２＋…＋ｇＮ^ＹＮ， （９）
判断Ｎ 组份态可分或部分可分的必要条件是：

Ｖ（^ｕ）ρ＋Ｖ（^ｖ）ρ≥ｆ（ｈ１，ｈ２，…，ｈＮ，ｇ１，ｇ２，…，ｇＮ），
（１０）

式中 ｆ（ｈ１，ｈ２，…，ｈＮ，ｇ１，ｇ２，…，ｇＮ）表示参量为
ｈ１，ｈ２，…，ｈＮ 和ｇ１，ｇ２，…，ｇＮ 的函数。对于任意部
分可分的形式，所有的密度矩阵算符可以写成：

ρ^＝∑
ｉ
ηｉ^ρｉ，ｋｒ，…ｍ ρ^ｉ，ｋｓ，…ｎ， （１１）

式中 权重ηｉ≥０且满足∑
ｉ
ηｉ＝１，（ｍ，ｎ）为一对可

分的模式，ｋｒ≠ｋｓ代表其余的模式。证明判断Ｎ 组

０６２７００２－５
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份态可分或部分可分的条件为

Ｖ（^ｕ）ρ＋Ｖ（^ｖ）ρ≥
１
２ ｈｍｇｍ ＋∑

ｒ
ｈｋｒｇｋｒ ＋ ｈｎｇｎ＋∑

ｓ
ｈｋｓｇｋ（ ）ｓ ． （１２）

若违背上述条件，则为Ｎ 组份纠缠态。对于完全可分态，其边界为∑
ｊ
ｈｊｇｊ ２（ｊ＝１，…，Ｎ），大于部分可

分态的边界。因此，若违背部分可分态的必要条件，则必定违背完全可分态的必要条件。
推导出连续变量六组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的量子不可分判据，即

Ｖ（^Ｙ^ｂ２－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－Ｘ^^ｂ２－ｇ１^Ｘ^ｂ３－ｇ１^Ｘ^ｂ４－ｇ１^Ｘ^ｂ５－ｇ１^Ｘ^ｂ６）＜１， （１３ａ）

Ｖ（^Ｙ^ｂ３－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ２^Ｘ^ｂ２－Ｘ^^ｂ３－ｇ２^Ｘ^ｂ４－ｇ２^Ｘ^ｂ５－ｇ２^Ｘ^ｂ６）＜１， （１３ｂ）

Ｖ（^Ｙ^ｂ４－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ３^Ｘ^ｂ２－ｇ３^Ｘ^ｂ３－Ｘ^^ｂ４－ｇ３^Ｘ^ｂ５－ｇ３^Ｘ^ｂ６）＜１， （１３ｃ）

Ｖ（^Ｙ^ｂ５－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ４^Ｘ^ｂ２－ｇ４^Ｘ^ｂ３－ｇ４^Ｘ^ｂ４－Ｘ^^ｂ５－ｇ４^Ｘ^ｂ６）＜１， （１３ｄ）

Ｖ（^Ｙ^ｂ６－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ５^Ｘ^ｂ２－ｇ５^Ｘ^ｂ３－ｇ５^Ｘ^ｂ４－ｇ５^Ｘ^ｂ５－Ｘ^^ｂ６）＜１， （１３ｅ）

（１３）式中ｇｉ为增益因子，对于理想压缩的情况ｒ→
∞，增益因子ｇｉ为１；而对于非理想压缩情况则可以
通过调节增益因子ｇｉ使（９）式左边达到最小值，此
时对应的增益因子称为最佳增益因子ｇｏｐｔｉ 。不等式

（１３ａ）可用于判断部分可分态ρ^＝∑
ｉ
ηｉ^ρｉ，ｋｒ，…１ 

ρ^ｉ，ｋｓ，…２ 的量子不可分判据，这里（ｍ，ｎ）＝ （１，２），

ｋｒ≠ｋｓ代表其余的任意模式。不等式（１３ｂ）～（１３ｅ）

可分别用于判断部分可分态ρ^＝ ∑
ｉ
ηｉ^ρｉ，ｋｒ，…１ 

ρ^ｉ，ｋｓ，…３，^ρ＝∑
ｉ
ηｉ^ρｉ，ｋｒ，…１ρ^ｉ，ｋｓ，…４，^ρ＝∑

ｉ
ηｉ^ρｉ，ｋｒ，…１

ρ^ｉ，ｋｓ，…５，^ρ＝∑
ｉ
ηｉ^ρｉ，ｋｒ，…１ ρ^ｉ，ｋｓ，…６ 的量子不可分性。

由此可见，不等式（１３ａ）～（１３ｅ）可用于判断六组份
星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的量子不可分性。计算得到六
组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的最佳增益因子为

ｇｏｐｔｉ （ｉ＝１，２，３，４，５）＝－１＋ｅｘｐ
（４ｒ）

２＋ｅｘｐ（４ｒ）
．

如果输出光场的关联方差满足不等式（１２），则可以
证明所制备的光场是六组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态。
实验中，判据式右边的“１”代表归一化的真空噪声极
限。
图４为连续变量六组份Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场的

量子不可分判据式中左边量子关联方差与压缩参量

的关系。假设三个 ＮＯＰＡ产生的压缩态具有完全
相同的压缩度，同时分束器变换网络是理想的，即没

图４ 六组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态不可分判据左边关联

方差与压缩参量之间的关系

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔ　ｖａｒｉａｎｃｅｓ　ａｎｄ

ｓｑｕｅｅｚｉｎｇ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｏｆ　ｓｉｘ－ｐａｒｔｉｔｅ　ｓｔａｒ　Ｃｌｕｓｔｅｒ

　　　　　　　ｅｎｔａｎｇｌｅｄ　ｓｔａｔｅ

有光学损耗。在这种情况下由于量子不可分判据中

的五个不等式的关联方差相等，因此这里仅以一个
不等式的结果为例进行说明。其中曲线ｃ代表量子
不可分判据右边的边界，曲线ａ代表ｇｉ＝１时量子
不可分判据左边关联方差，曲线ｂ代表取最佳增益
因子ｇｏｐｔｉ 时的关联方差。比较曲线ａ和ｂ可见，当
增益因子为１时，需要一定的初始压缩度（ｒ＞
０．３４６），所制备的光场才能满足六组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ
纠缠态光场的量子不可分判据。当选取最佳增益因
子时，则无此限制，只需要ｒ＞０，即只要存在压缩所
制备的光场即为六组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态。
同理可推导出连续变量八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠

缠态的量子不可分判据：

Ｖ（^Ｙ^ｂ２－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－Ｘ^^ｂ２－ｇ１^Ｘ^ｂ３－ｇ１^Ｘ^ｂ４－ｇ１^Ｘ^ｂ５－ｇ１^Ｘ^ｂ６－ｇ１^Ｘ^ｂ７－ｇ１^Ｘ^ｂ８）＜１

Ｖ（^Ｙ^ｂ３－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ２^Ｘ^ｂ２－Ｘ^^ｂ３－ｇ２^Ｘ^ｂ４－ｇ２^Ｘ^ｂ５－ｇ２^Ｘ^ｂ６－ｇ２^Ｘ^ｂ７－ｇ２^Ｘ^ｂ８）＜１

Ｖ（^Ｙ^ｂ４－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ３^Ｘ^ｂ２－ｇ３^Ｘ^ｂ３－Ｘ^^ｂ４－ｇ３^Ｘ^ｂ５－ｇ３^Ｘ^ｂ６－ｇ３^Ｘ^ｂ７－ｇ３^Ｘ^ｂ８）＜１
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Ｖ（^Ｙ^ｂ５－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ４^Ｘ^ｂ２－ｇ４^Ｘ^ｂ３－ｇ４^Ｘ^ｂ４－Ｘ^^ｂ５－ｇ４^Ｘ^ｂ６－ｇ４^Ｘ^ｂ７－ｇ４^Ｘ^ｂ８）＜１

Ｖ（^Ｙ^ｂ６－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ５^Ｘ^ｂ２－ｇ５^Ｘ^ｂ３－ｇ５^Ｘ^ｂ４－ｇ５^Ｘ^ｂ５－Ｘ^^ｂ６－ｇ５^Ｘ^ｂ７－ｇ５^Ｘ^ｂ８）＜１

Ｖ（^Ｙ^ｂ７－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ６^Ｘ^ｂ２－ｇ６^Ｘ^ｂ３－ｇ６^Ｘ^ｂ４－ｇ６^Ｘ^ｂ５－ｇ６^Ｘ^ｂ６－Ｘ^^ｂ７－ｇ６^Ｘ^ｂ８）＜１

Ｖ（^Ｙ^ｂ８－Ｘ^^ｂ１）＋Ｖ（^Ｙ^ｂ１－ｇ７^Ｘ^ｂ２－ｇ７^Ｘ^ｂ３－ｇ７^Ｘ^ｂ４－ｇ７^Ｘ^ｂ５－ｇ７^Ｘ^ｂ６－ｇ７^Ｘ^ｂ７－Ｘ^^ｂ８）＜１， （１４）

计算得到八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的最佳增益因
子为

ｇｏｐｔｉ （ｉ＝１，２，３，４，５，６，７）＝－１＋ｅｘｐ
（４ｒ）

３＋ｅｘｐ（４ｒ）
．

　　图５为八组份Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态不可分判据（１４）
式左边关联方差与压缩参量的关系。图中曲线ｃ代
表量子不可分判据右边的边界，曲线ａ代表ｇｉ ＝１
时量子不可分判据左边关联方差，曲线ｂ代表取最
佳增益因子ｇｏｐｔｉ 时的关联方差。比较曲线ａ和ｂ可
见，当增益因子为１时，需要一定的初始压缩度（ｒ＞
０．４５８），所制备的光场才能满足八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ
纠缠态的量子不可分判据。当选取最佳增益因子时
则无此限制，只需要ｒ＞０，所制备的光场即为八组
份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态。

图５ 八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态不可分判据左边关联

方差与压缩参量之间的关系

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｅｎｔａｎｇｌｅｍｅｎｔ　ｖａｒｉａｎｃｅｓ　ａｎｄ

ｓｑｕｅｅｚｉｎｇ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｏｆ　ｅｉｇｈｔ－ｐａｒｔｉｔｅ　ｓｔａｒ　Ｃｌｕｓｔｅｒ

　　　　　　ｅｎｔａｎｇｌｅｄ　ｓｔａｔｅ

５　结　　论
以３，４个ＮＯＰＡ产生的６～８束正交分量压缩

态光场为基础，经过合适的光学分束器耦合，设计了
连续变量六组份和八组份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态光场
的产生方案。推导了相应的量子不可分判据，验证
了所产生的光场满足星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的量子不
可分判据。计算结果表明，只需要对六组份及八组
份星型Ｃｌｕｓｔｅｒ纠缠态的中间模式进行傅里叶变换
就可以得到相应的 ＧＨＺ纠缠态，即是说可以用同

一套实验系统去制备星型Ｃｌｕｓｔｅｒ和 ＧＨＺ两类纠
缠态。ＮＯＰＡ是成熟的非线性光学和量子光学器
件［９，１６，２２］，本文所设计的纠缠态产生系统，可在连续
变量量子信息网络中获得应用，所计算得到的不可
分判据式可直接用于检测实验结果。
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