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摘 要: 数值模拟准一维异核两组分玻色-爱因斯坦凝聚体在谐振子势阱中的运动，研究调制不稳定性条件 ( MI

条件) 下暗孤子的形成及其性质 ． 在调制不稳定性条 件 下，凝 聚 体 基 态 形 成 后，瞬 间 使 组 分 间 的 相 互 排 斥 力 变

为相互吸引力，实时演化可以形成暗孤子 ． 对各组 分 自 身 相 互 作 用 系 数 分 析 发 现，它 们 之 间 满 足 一 定 关 系 时 暗

孤子在不同的组分内形成，而且形成的暗孤子在谐 振 子 势 阱 中 呈 现 周 期 性 的 往 返 对 穿 运 动 ． 讨 论 了 形 成 暗 孤 子

数目与两种粒子的质量比率和粒子数比率存在的关系 ．
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0 引言
玻色-爱因斯坦凝聚( BEC) 中的暗、亮物质波孤子的成功观测及它们的潜在的应用前景，使 BEC 中的物

质波孤子成为了当前低温物理和凝聚态物理研究领域的研究热点之一 ． 孤子是非线性物质波的存在形式，它

分为亮孤子和暗孤子两类 ． 亮孤子本身是凝聚体，而暗孤子由于是凝聚体本身密度缺损的一种表现，所以它

仅仅只能存在于凝聚体内部［1 － 4］． 而且处在外势当中时，暗孤子能更好的保持其空间轮廓，稳定的传播 ． 其

中，暗孤子的性质已经从理论和实验两方面得到了广泛的研究［5 － 9］． 实验上，可以通过 Feshbach 共振［10 － 11］

来调节散射长度( 既可调节大小，也可调节正负号) ，这为我们实现和控制 BEC 中的原子物质波和非线性激

发提供了很大的方便 ．
目前大多数的研究都基于对同核两组分玻色-爱因斯坦凝聚体( 原子间的相互作用为排斥力) ，但是异核

两组分的玻色-爱因斯坦凝聚体为孤子的产生提供了一个更大的可能性 ． 文献［12］采用调节组分间的散射长

度 a12 ，在异核两组分玻色-爱因斯坦凝聚体中实现了亮孤子的形成 ． 本文利用数值模拟的方法，在异核两组

分玻色-爱因斯坦凝聚体( a11 ，a22 ＞ 0 和 a12 ＜ 0 ) 中通过调节散射长度 a12 来研究共生暗孤子的形成及其性质 ．

1 理论模型
在谐振子势阱中，异核两组分玻色-爱因斯坦凝聚体的动力学演化特性可由无量纲化的非线性薛定谔方

程来描述［12］，在强横向束缚势下，粒子的运动近似看成在 x 方向上运动，即准一维的 BEC 雪茄型模型［13］
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在强横向束缚势( 束缚频率为 ω⊥ ) 下，uj ( x，t) 为两组分玻色-爱因斯坦凝聚体分别对应的波函数 ． x，t

分别是在以 a0 = h / ( m1ω⊥槡 ) 和 1 /ω⊥为单位测量的 ． 外加的束缚势取一维谐振子势 V( x) = x2 /2，其中 gij =

2aijα
i + j － 2 / a0 ，i，j = 1，2，α = m1 /m2 ，m1 ，m2 分别为第一组分和第二组分中粒子的质量，aij为 s 波散射长度 ．
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uj ( x，t) 满足归一化条件 ∫| u j|
2dx = Nj，Nj 为各组分粒子总数 ．

2 调制不稳定性条件下，共生暗孤子的形成
2. 1 调制不稳定性条件( MI 条件)

我们考虑稳定的基态( 无动力学演化) ，因此方程( 1 ) 相应的非含时定态 GPE 可化为
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其中 μ1，2 是化学势，在 Thomas-Fermi 近似下，相互作用能远大于动能项，故忽略动能，令 2u1，2 /x
2 = 0 ，方程

( 2 ) 化为
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对于方程( 2 ) 的所有解 |u1，2 |
2 取决于 Δg = g11g22 － g2

12 的符号［14］，其中当

g2
12 ＞ g11g22 ( 4 )

时，存在分离的解，即第一组分粒子数密度和第二组分粒子数密度无重叠区域 ． 条件( 4 ) 被称为调制不稳定

性条件，即 MI 条件 ． 文献［15］中对 MI 条件的作用也有大量的研究 ．
2. 2 在 MI 条件下，共生暗孤子的形成

2000 年，Phillips 小组在 BEC 中实现了原子暗孤子的产生及其传播［16］，Hulet 小组则通过 Feshbach 共振

技术将稳定的7 Li 原子 BEC 中原子之间的排斥相互作用调节至吸引相互作用，从而实现了孤子串的形成及

其传播［17］． 本文我们通过改变两组分 BEC 中组分间的散射长度 a12 ( 实验上可用 Feshbach 共振技术来调节

散射长度) ，从而调节 g12 来实现暗孤子的形成 ．

在 MI 条件下，为得到稳定的基态，我们应用虚时演化法，令 t→ － iτ，方程( 1 ) 化为
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在归一化条件下，对此方程组我们利用快速傅里叶方法( FFT) 求解基态 ．
在满足 MI 条件下，下面分两种情况讨论:

①g11 ＞ g22

以 u10 = u20 = ( 20π1 /4 ) －1 exp( － x2 /100 ) 为初态波函数，在满足 MI 条件下，而且 g11 ＞ g22 ． 我们选 g11 =

300，g12 = 90，g22 = 20 ( a11 = 150a0 ，a12 = 90a0 ，a22 = 40a0 ，α = 0. 5 ) ，( 实验上可以采用41 K 和87 Rb 原子混合

组成的玻色-爱因斯坦凝聚体) ，利用 FFT 形成稳定的基态，结果如图 1 ( a) 所示 ． 然后保持其它参数不变，只

改变组分间的相互作用强度，使 g12 = － 5，以所得到的基态为初态，实时演化形成了暗孤子，且暗孤子只存在

于第一组分内，第二组分中没有暗孤子形成，如图 1 ( b) ～ ( e) 所示 ． 其中图 1 ( d) 为 t = 100 s 时刻第一组分暗

孤子的空间分布 ．

为研究生成的暗孤子在谐振子势阱中周期性的往返对穿运动，且简单起见，我们选择 g11 = 600，g12 =

37，g22 = 2 ( a11 = 300a0 ，a12 = 350a0 ，a22 = 300a0 ，α = 0. 05 ) ( 实验上可以采用7 Li 和133 Cs 原子混合组成的玻

色-爱因斯坦凝聚体) ，初态波函数与图 1 ( a) 的初态相同 ． 采用与图 1 相同的计算方法，稳定的基态形成后，

如图 2 ( a) 所示，瞬间使组分间的相互排斥力变为相互吸引力 ( g12 = － 5 ) ，实时演化形成一对速度不为零的

暗孤子，速度大小相等、方向相反 ． 由于谐振子势阱的作用，这对暗孤子都不能无限制的沿原方向运动，而是

变为相向运动 ． 图 2 ( b) 所示 t = 0 s 时刻，第一组分中只存在一个暗孤子 ． 在 t = 49 s 时刻，分裂成的两个暗孤
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图 1 基态在瞬间改变两组分原子间的相互作用为 g12 = － 5 形成暗孤子随时间的演化

Fig． 1 Evolution of the ground state after switching interspecies scattering length to g12 = － 5

子独立存在，如图 2 ( c) ． 在 t = 50 s 时刻，两个暗孤子合并为一个暗孤子，如图 2 ( d) ． 随后 t = 51 s 时刻又分

裂为两个暗孤子，如图 2 ( e) ． 随着时间的演化，这一对暗孤子在谐振子势阱中呈现周期性的往返对穿运动，

如图 2 ( f) ． 这与文献［18，19］的研究结果是一致的 ．
②g11 ＜ g22

同样我们选取与图 1 ( a) 相同的初态波函数，在满足 MI 条件下，而且 g11 ＜ g22 ． 选 g11 = 10，g12 = 65，g22

= 300 ( a11 = 5a0 ，a12 = 65a0 ，a22 = 600a0 ，α = 0. 5 ) ，( 实验上可以采用41 K 和87 Rb 原子混合组成的玻色-爱因

斯坦凝聚体) ，采用与①相同的计算方法，稳定的基态形成后，如图 3 ( a) 所示，瞬间使组分间的相互排斥力变

为相互吸引力( g12 = － 5 ) ，实时演化暗孤子只存在于第二组分内，第一组分中没有暗孤子形成，如图 3 ( b) ～
( d) ． 其中图 3 ( c) 为 t = 100 s 时刻第二组分暗孤子的空间分布 ．

3 产生的暗孤子与物理量质量和粒子数的关系
首先我们保持粒子数不变 M = N1 /N2 = 5 /4，m1 ＜ m2 ，改变两组分粒子质量比率 α = m1 /m2 ，数值模拟研

究暗孤子的变化( 如图 4 ) ．
数值模拟结果表明: 在保持粒子数不变，m1 ＜ m2 的情况下，随着两组分粒子质量比率 = m1 /m2 的增加，
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图 2 基态在瞬间改变两组分原子间的相互作用为 g12 = － 5 形成暗孤子随时间的演化

Fig． 2 Evolution of the ground state after switching interspecies scattering length to g12 = － 5

则形成的基态中一种组分被另一种组分排开的距离增大，改变组分间相互作用系数后形成的暗孤子数目也

增加 ．

如果实验中的玻色-爱因斯坦凝聚体由7 Li 和133 Cs 原子混合组成，它们的原子质量比率为 α = 0. 052 2，

满足我们数值模拟实验的图 4 ( b) 的参数取值 ． 同样，如果实验中 的 玻 色-爱 因 斯 坦 凝 聚 体 分 别 由23 Na 和223

Fr、7 Li 和41 K、7 Li 和23 Na、133 Cs 和223 Fr 混 合 组 成，则 分 别 对 应 原 子 质 量 比 率 为 0. 103 1、0. 170 7、0. 390 1、
0. 596 0和0. 654 1，分别满足我们数值模拟实验的图 4 ( c) ～ ( g) 的参数取值 ． 所以，实验中只要通过 Feshbach

共振技术调节散射长度，使它们分别满足数值模拟实验中的参数取值，就可以观察到如图 4 所示的不同暗孤

子情况［20］．

然后，我们再保持两种粒子的质量比不变 α = 0. 654 1 ( 实验中的玻色-爱因斯坦凝聚体由133 Cs 和223 Fr 原
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图 3 基态在瞬间改变两组分原子间的相互作用为 g12 = － 5 形成的暗孤子随时间的演化

Fig． 3 Evolution of the ground state after switching interspecies scattering length g12 = － 5

图 4 基态在瞬间改变两组分原子间的相互作用为 g12 = － 5 形成的暗孤子随时间的演化，其它参数同图 2

Fig． 4 Evolution of the ground state after switching interspecies scattering length g12 = － 5，

other parameters are the same as in Fig． 2
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子混合组成) ，改变两组分粒子数比率 M = N1 /N2 ，数值模拟研究暗孤子的变化( 如图 5 ) ．

图 5 基态在瞬间改变两组分原子间的相互作用为 g12 = － 5 形成的暗孤子随时间的演化，其它参数同图 2

Fig． 5 Evolution of the ground state after switching interspecies scattering length to

g12 = － 5，other parameters are the same as in Fig． 2

数值模拟结果表明，在保持两种粒子的质量比率不变的情况下，随着两组分粒子数比率 M = N1 /N2 的增

加，则形成的基态中一种组分被另一种组分排开的距离减小，改变组分间相互作用系数后形成的暗孤子数目

也减少 ．

4 结论
对准一维异核两组分玻色-爱因斯坦凝聚体在谐振子势阱中运动的研究表明，在 MI 条件下，当凝聚体基

态形成后，通过改变组分间的相互作用系数，自身相互作用系数之间满足一定的关系时，实时演化，共生暗孤

子只存在于某一组分内，而且形成的暗孤子在谐振子势阱中呈现周期性的往返对穿运动 ． 此外，形成的暗孤

子数目与两种粒子的质量比率和粒子数比率存在一定关系 ． 这对进一步研究暗孤子的性质有重要的意义 ．
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Generation and Properties of Dark Solitons in Heteronuclear
Two-component Bose-Einstein Condensates

ZHOU Yanzhen， ZHANG Suying， HAN Wei

( Institute of Theoretical Physics，Shanxi University，Taiyuan 030006，China)

Abstract: Generation and properties of dark solitons are studied in detail by means of numerical simulation of quasi one-dimensional

heteronuclear two-component Bose-Einstein condensates in syntonic potential． Dark solitons are only induced in one of the condensate

components by modulational instability with instantaneous conversion of repulsive interspecies interaction to attraction． Solitons pass

through each other periodically in syntonic potential． In addition，the number of dark solitons is affiliated with ratio of particle mass and

ratio of particles numbers．

Key words: modulational instability; dark solitons; mass of particles; number of particles
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