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摘要：本文主要对高阶厄米高斯模式的倾角测量进行了理论分析，提出了利用高阶厄米高斯模式可以进一

步提高倾角测量的方案，并对不同模式进行倾角测量的精度进行了对比。计算结果表明，采用的模式的阶

数越高，倾角测量的精度越高，这一结果为进一步提高倾角测量实验提供理论依据。
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０　引言
自 Ｍ．Ｉ．Ｋｏｌｏｂｏｖ提出横向空间非经典光源

的量子特性［１］以来，激光倾角的精密测量无论是

在理论还是在实验方面都受到了广泛的关注。对

于倾角的精密测量，可以用来准直倾斜的光束，

探测所研究物体的表面的倾斜程度，这使得激光

倾角 的 测 量 在 引 力 波 探 测［２］，生 物 粒 子 的 追

踪［３，４］，卫星之间的定位［５，６］等方面都有重要的应

用。２００２年，Ｎ．Ｔｒｅｐｓ等人在实验上，利用分束

探测装置并使用多模非经典光源降低了测量过程

中产生的噪声，提高了激光的横向空间的分辨

率，超越了散粒噪声基准［７］。２００４年，Ｐｉｎｇ　Ｋｏｙ
Ｌａｍ小组在理论上计算了利用分束探测装置探

测激光横向空间的信息的探测效率相对于测量的

标准量子极限只能达到８０％，而采用平衡零拍探

测装置的探测效率相对于测量的标准量子极限可

以达到１００％，提出了利用平衡零拍探测优化测

量的实验方案［８］。２００６年，他们就在实验上完成

了利用平衡零拍探测装置来进行光束小位移和倾

角的测量，并与分束探测进行光束横向小位移和

倾角的测量进行了对比，验证了利用平衡零拍探

测装置探测光束横向位置和倾角的探测效率优于

分束探测装置［９］。２００８年，Ｋａｔｈｅｒｉｎｅ　Ｗａｇｎｅｒ等

人在实验上产生了位置和动量的纠缠，实现了空

间上的关联［１０］。２０１４年，我们实验小组在实验

上产生了空间压缩光，采用平衡零拍探测装置，

提高了激光的横向空间的分辨率［１１］。而高阶模

式具有更多的信息量，利用高阶厄米高斯模式可

以提高激光横向位置的测量精度［１２］。我们利用

高阶模式特性应用到激光倾斜的测量，进一步提

高激光倾角的测量精度。

本文主要讨论利用高阶厄米高斯模式进行倾

角的高精度测量。由于分束探测的探测效率相比

于平衡零拍探测的探测效率要低，因此，本文对

利用平衡零拍探测对微小倾角测量进行了分析。

在理论上对采用任意阶模式进行倾角测量进行了
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计算，分析了影响高阶模式倾角的测量精度的因

素，对比了当信号场给定，本地光采用不同的模

式时，倾角测量精度的变化情况，并与基模的倾

角测量进行了对比，为下一步实验提供了参考。

１　基本原理介绍
如图１所示为倾斜的高斯光束，这里只考虑

了一维的情况，即只考虑在纸平面内沿ｘ方向的

倾斜，图中倾斜是以腰斑处为参考点，倾角θ为传

播方向与参考轴ｚ轴之间的夹角。可以将倾斜的

高斯光束定义为：

ｕｐ（ｘ）＝ｅｉ
２πｓｉｎθ
λ ｘｕ（ｘｃｏｓθ） （１）

其中，ｕ（ｘ）为未发生倾斜的高斯光束横向分布的

表达式，λ为光的波长，ｐ为横向动量，θ为倾斜角

度，激光的倾角与光束的横向动量ｐ有关，当倾

角θ远小于１时，横向动量ｐ与倾角θ之间的关

系为：

ｐ＝２πｓｉｎθλ ≈２πθλ
（２）

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｔｉｌｔ　ｏｆ　Ｇａｕｓｓｉａｎ　ｂｅａｍ

图１　倾斜的高斯光束

　　当倾角θ＝１时，可以将（１）式泰勒展开，保留

到一阶项并忽略高阶小项，则（１）式可以表示为：

ｕｐ（ｘ）≈ｕ（ｘ）＋θｕ
（ｘ）
θ ＝ｕ（ｘ）＋ｉｐｘ·ｕ（ｘ）

（３）

　　由于本文主要关注厄米高斯模式的倾斜测

量，我们首先给出在傍轴近似下，厄米高斯光束

横向分布的表达式［１３］：

ｕｎ（ｘ）＝ ２
πｗ（ ）２０

１
４ １
ｎ！·２槡 ｎ

Ｈｎ
槡２　ｘ
ｗ（ ）０

ｅ－
ｘ
ｗ（ ）０

２

（４）

其中，ｗ０ 为厄米高斯模式的腰斑大小；Ｈｎ（Ｘ）为

厄米多项式，这里的ｎ代表模式的阶数，它的取值

范围为ｎ＝０，１，２，３，…

对于倾斜的基模，利用（４）式，当ｎ＝０时，将基模

的横向振幅分布代入（３）式，根据模式之间的相互转

化关系，可以得出倾斜的基模的表达式：

ｕ０（ｘ，ｐ）≈ｕ０（ｘ）＋ｉｐ
ｗ０

２ ｕ１
（ｘ）＝

ｕ０（ｘ）＋ｉπθｗ０

λ
ｕ１（ｘ） （５）

　　这里，我们选择在腰斑处作为参考平面，由
（５）式可以看出，倾斜的信息与一阶模式有关，为

了将倾斜的信息提取出来，则可利用一阶模式作

为本地光，采用平衡零拍探测的方法将倾斜的信

息提取出来。

同理，对于倾斜的高阶厄米高斯模式一般表

达式为：

ｕｎ（ｘ，ｐ）≈ｕｎ（ｘ）＋ｉｐｘｕｎ（ｘ）＝

ｕｎ（ｘ）＋ｉｐｗ０

２
（ ｎ＋槡 １ｕｎ＋１（ｘ）＋槡ｎｕｎ－１（ｘ））

（６）

这里利用了关系式ｘｕｎ（ｘ）＝
ｗ０
２
（ ｎ槡＋１　ｕｎ＋１（ｘ）

＋槡ｎｕｎ－１（ｘ）），并且阶数满足ｎ≥１，ｗ０ 为基模腰
斑半径的大小。由（６）式可以看出，倾斜的信号

与ｎ－１阶模式和ｎ＋１阶模式的叠加模式有关。

因此，选用ｎ－１阶模式或ｎ＋１阶模式为本地光，

采用平衡零拍探测方案，可实现ｎ阶厄米高斯模

式的倾斜信号测量，正如已报道的利用基模和１
阶模的位移与倾角测量［８－１２］。而当选用ｎ－１阶

模式和ｎ＋１阶模式的叠加模式作为本地光，可更

有效地将ｎ阶厄米高斯模式的倾斜信号提取出

来，这里的叠加模式是以（６）式的比例与相位差

相叠加的模式。

２　高阶厄米高斯模式的平衡零拍倾角测量
在高精度测量中光场的量子特性必须考虑，

例如光场的量子起伏。我们首先将光场量子化，

根据光场二次量子化理论［１４］，可以得到电磁场的

正频部分用湮灭算符表示的表达式：

ε^（＋）（ｘ）＝ｉ ｈ－ω
２ε０（ ）ｃＴ

１
２

∑
∞

ｎ＝０
ａ^ｎｕｎ（ｘ） （７）

其中，ｈ－ 为普朗克常数，ω为光场的频率，ｃ为光
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速，Ｔ为探测积分时间，ε０ 为自由空间的介电常

数，^ａｎ 为ｎ阶模的湮灭算符，ｕｎ（ｘ）为ｎ阶厄米高

斯模式横向分布表达式。在线性近似下，^ａｎ 可写

为ａ^ｎ＝〈^ａｎ〉＋δ^ａｎ，这里〈^ａｎ〉是ｎ阶模湮灭算符的

平均值，δ^ａｎ 为ｎ阶模式的量子起伏项。由于这

里只考虑ｎ阶模式的倾斜，因此只有ｎ阶模式的

光场的湮灭算符的平均值不为０，并满足 〈^ａｎ〉＝

槡Ｎ，这里Ｎ 为ｎ阶模式信号场的平均光子数。
根据（７）式，我们可以写出与（６）式相对应的

量子表达式，将其作为平衡零探测的信号场：

ε^（＋）ｓｉｇｎａｌ（ｘ）＝ｉ ｈ－ω
２ε０槡ｃＴ 槡Ｎ ｕｎ（ｘ）＋ｉｗ０ｐ［｛ ２

（ ｎ＋槡 １·ｕｎ＋１（ｘ）＋槡ｎ·ｕｎ－１（ｘ ］）） ＋

∑
∞

ｉ＝０
δ^ａｉｕｉ（ｘ烍

烌

烎
） （８）

其中，最后一项为信号场的各个模式的真空噪声

的叠加。由（８）式可以看出倾斜的信号与ｎ－１
阶模式和ｎ＋１阶模式一定比例叠加的模式有关。

为了提取出倾斜的信号，则可选用这种叠加的模

式作为本地光，本地光的电场正频部分的表达式

为：

ε^（＋）Ｌｏｃａｌ（ｘ）＝ｉ ｈ－ω
２ε０槡ｃＴ

Ｎ槡 ＬＯ

２ｎ＋槡烅
烄

烆 １

（ ｎ＋槡 １·ｕｎ＋１（ｘ）＋槡ｎ·ｕｎ－１（ｘ））＋

∑
∞

ｍ＝０
δ^ａｍ，ＬＯｕｍ（ｘ烍

烌

烎
） （９）

其中，ＮＬＯ为本地场的平均光子数，｜〈^ａｎ＋１，ＬＯ〉｜２＝

ｎ＋１
２ｎ＋１ＮＬＯ

，｜〈^ａｎ－１，ＬＯ〉｜２＝ ｎ
２ｎ＋１ＮＬＯ

，最后一项为

本地光各个模式的真空噪声的叠加。根据平衡零

拍探测理论［１４］，由（８）式和（９）式可以计算出探测

器探测到的两个信号的光电流之差：

ｎ^－＝ Ｎ槡 ＬＯ（槡Ｎ　２ｎ　＋槡 １　ｐｗ０ｓｉｎＬＯ ＋δ^ＸＬＯｓ ）

（１０）

其中，ＬＯ为本地场相对于信号场的相对相位，

δ^ＸＬＯｓ 为信号场的正交噪声；当ＬＯ＝９０°时，

δ^ＸＬＯｓ ＝δ^Ｘ－
ｓ ＝ ｎ

２ｎ＋槡 １δ^Ｘ
－
ｎ－１＋

ｎ＋１
２ｎ　＋槡 １δ^Ｘ

－
ｎ＋１， （１１）

为信号场的正交相位噪声；在相干态下，信号场

的正交相位噪声的方差：〈δ２^Ｘ－
ｓ 〉＝１。由（１０）式

可以得到在相干态下，ＬＯ＝９０°时，利用高阶模进

行倾角测量的信噪比：

ＳＮＲＢＨＤ ＝ （槡Ｎ　２ｎ　＋槡 １　ｐｗ０）２ （１２）

并定义在信噪比等于１时，最小可测的倾角的表

达式：

θｏｐｔｍｉｎ＝ λ
２πｗ０ ２ｎ　＋槡 １槡Ｎ

（１３）

　　由（１２）式和（１３）式可以看出，信噪比和最小

可测的倾角与信号光的光子数 Ｎ，高斯光束的腰

斑大小，模式的阶数有关；当光强越高，信噪比越

高，最小可测量越小，测量精度越高，但是太强的

光强对于一些测量会造成破坏性的影响，所以这

是应该避免的，例如：对于生物样品的测量［４］，过

强的激光会破坏生物细胞，从而影响测量。当选

用的高斯光束的腰斑半径越大，模式的阶数越

高，信噪比越高，最小可测量越小，测量精度越

高，相比于基模的倾角测量［９，１５］，测量精度提高了

２ｎ槡 ＋１倍。因此，选用较高阶的模式和大腰斑的

高斯光束进行倾角的测量，可以提高倾角的测量

精度。而当采用与（１１）式相应的叠加模式的压

缩态去填补信号场的真空通道时，可以减少测量

的噪声，从而可以进一步提高测量精度。在压缩

态下，〈δ２^Ｘ－
ｓ 〉＝ｅ－２ｒ，这里ｒ为压缩因子，那么在

压缩态下，进行倾角测量的信噪比与最小可测量

为：

ＳＮＲｓｑｕ，ＢＨＤ ＝ （槡Ｎ　２ｎ　＋槡 １　ｐｗ０）２ｅ２ｒ （１４）

θｓｑｕ，ｏｐｔｍｉｎ ＝ λ
２πｗ０ ２ｎ　＋槡 １槡Ｎ

ｅ－ｒ （１５）

　　从（１４）式和（１５）式可以看出，压缩因子越

大，信噪比越高，最小可测量越小，测量精度越

高。考虑到实验上产生这样的叠加模式的本地光

比较复杂，为了简便起见，当本地光选用与信号

场相邻阶的简单的模式时：

ε^（＋），ｓｉｎｇｌｅＬｏｃａｌ （ｘ）＝ｉ ｈ－ω
２ε０槡ｃＴ

·１１２·郭鹏亮等　基于高阶厄米高斯模倾角测量



Ｎ槡 ＬＯｕｎ＋１（ｘ）＋∑
∞

ｍ＝０
δ^ａｍ，ＬＯｕｍ（ｘ｛ ｝） （１６）

　　根据平衡零拍探测理论［１４］，与之前的步骤类

似，由（８）式和（１６）式，也可得到采用简单的本地

模式时相应的光电流之差，信噪比以及最小可测

的倾角：

ｎ^ｓｉｎｇｌｅ＝ Ｎ槡 ＬＯ 槡Ｎ　ｎ　＋槡 １　ｐｗ０＋δ^Ｘ－
ｎ＋（ ）１
（１７）

ＳＮＲｓｉｎｇｌｅ，ＢＨＤ ＝ （槡Ｎ　ｎ　＋槡 １　ｐｗ０）２ （１８）

θｓｉｎｇｌｅｍｉｎ ＝ λ
２πｗ０ ｎ　＋槡 １槡Ｎ

（１９）

这里，δ^Ｘ－
ｎ＋１为信号场的ｎ＋１阶模的正交相位噪

声，在相干态下，〈δ２^Ｘ－
ｎ＋１〉＝１。由（１８）和（１９）式

可以看出，与之前采用叠加的模式作为本地光的

计算结果是类似的，同样也是模式的阶数越高，

高斯光束的腰斑半径越大，信号场的光强越强，

测量的信噪比越高，测量精度就越高。当（１９）式

的ｎ＝０时，即为采用普通的基模进行倾角的测量

结果［９，１５］：

θ０，ｍｉｎ＝ λ
２πｗ０ 槡Ｎ

（２０）

将（１９）式与（２０）式对比，采用简单的本地模式进

行倾角的测量，测量精度提高了 ｎ槡＋１倍。
为了更加直观的表示，可以分别画出在压缩

态下采用叠加的模式作为本地光，并令压缩度为

３ｄＢ，即压缩因子ｒ≈０．３４５，在相干态下采用叠

加的模式和简单的模式作为本地光时，最小可测

量θ随模式阶数ｎ的变化曲线，如图２所示：

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ　ｔｉｌｔθｍｉｎｖｓ　ｍｏｄｅ　ｏｒｄｅｒ　ｎ

图２　最小可测倾角θｍｉｎ随信号场模式阶数ｎ的变化曲线

图２中蓝色的三角形数据曲线代表在相干态

下，采用简单的模式作为本地光，归一化的最小

可测倾角θｍｉｎ随信号场模式阶数ｎ的变化曲线；红

色的圆形数据曲线代表在相干态下，采用叠加的

模式作为本地光，归一化的最小可测倾角θｍｉｎ随

信号场模式阶数ｎ的变化曲线；黑色的方形数据

曲线代表在压缩度为３ｄＢ，采用叠加的模式作为

本地光，归一化的最小可测倾角θｍｉｎ随信号场模

式阶数ｎ的变化曲线；这里将最小可测倾角θ归

一化，即令在相干态下信号场的模式阶数为０时

的最小可测倾角θ＝１，由图２可以看出在压缩态

下，采用叠加的模式要比在相干态下，采用叠加

的模式和采用简单的模式作为本地光进行倾角测

量的测量精度都要高，并且这三条曲线随着模式

的阶数增加，测量精度都在增加，即模式阶数越

高，测量的精度越高。

３　倾角测量实验方案
如图３所示为测量倾角的实验装置图，激光

器输出的激光分成两部分，一部分通过模式转化

器Ｉ产生实验上所需的ｎ－１阶模式和ｎ＋１阶模

式一定比例叠加的模式或相邻阶简单的ｎ＋１阶

模式作为本地光，另一部分通过模式转化器ＩＩ产

生ｎ阶厄米高斯模式，然后通过倾斜产生装置，将

高阶模进行倾斜调制后将其作为信号场，将信号

场与之相应的本地场在５０∶５０的分束器上进行

耦合后，并锁定本地光和信号场的相对相位为

９０°时，通过平衡零拍探测装置，将探测器Ａ 和Ｂ
探测到的两个信号经过减法器相减，最后对减出

的信号进行频谱分析，从而测量出倾角的大小。

当光的波长为１　０６４ｎｍ，信号场功率为１００μＷ，

腰斑大小为３００μｍ，ＲＢＷ＝３０ｋＨｚ，并利用 Ｎ＝

Ｐｓλ／（ｈｃ·ＲＢＷ），这里Ｐｓ 为信号场的功率，ｈ为

普朗克常数，ＲＢＷ 为分辨率带宽，当采用普通的

基模作为信号场ｎ＝０时，根据（２０）式，最小可测

倾角为θ０，ｍｉｎ＝４．２３ｎｒａｄ，而当采用信号场模式的

阶数ｎ＝５时，代入（１３）（１５）（１９）式，可计算出利

用５阶模式进行倾角的测量在实验上预计可测的

最小倾角大小。在相干态下，采用简单的６阶模

·２１２· 量　子　光　学　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　２２（３）　２０１６　　



式作为本地光的最小可测倾角为θｓｉｎｇｌｅｍｉｎ ＝１．７３

ｎｒａｄ，采用４阶和６阶模式的叠加模式的最小可

测倾角为θｏｐｔｍｉｎ＝１．２７ｎｒａｄ，当压缩度为３ｄＢ，采用

４阶和６阶模式的叠加模式作为本地光的最小可

测倾角为：θｓｑｕ，ｏｐｔｍｉｎ ＝０．９０ｎｒａｄ，相比基模倾角的测

量精度分别提高了槡６，槡１１，槡２２倍。

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｓｅｔｕｐ　ｏｆ　ｔｉｌｔ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

图３　倾角测量实验装置

４　总结
本文将利用基模的倾角测量，进一步推广到

了高阶模，提出了利用高阶厄米高斯模式提高倾

角测量的方案。对高阶厄米高斯模式平衡零拍探

测装置进行倾角的测量进行了理论计算，计算结

果表明测量的精度主要与采用模式的阶数，高斯

光束腰斑的大小，信号场的光强有关，可以通过

增加模式的阶数，高斯光束的腰斑，信号场的光

强来提高测量精度，也可使用相应模式的压缩

态，来降低测量中噪声的影响，从而进一步提高

测量的精度。对比了在相干态下采用简单模式的

本地场，采用叠加模式的本地场和在压缩态下采

用叠加的模式作为本地场进行高阶模倾角测量的

结果，计算结果表明在压缩态下采用叠加的模式

进行倾角的测量精度最高，并且测量精度随模式

阶数的增加而增加。为了实验的操作简便，采用

简单的本地光对高阶模进行倾角的测量也是一种

可选的方案。这一工作对于生物医学，天文物

理，超分辨率成像等方面具有潜在的应用价值。
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