
量子光学学报１９（２）：１００～１０５，２０１３

Ａｃｔａ　Ｓｉｎｉｃａ　Ｑｕａｎｔｕｍ　Ｏｐｔｉｃａ

文章编号：１００７－６６５４（２０１３）０２－０１００－０６　
①

双Λ原子系统中的有效哈密顿量
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摘要：用微扰论方法计算了光与双Λ原子系统相互作用的有效哈密顿量，计算结果表明，在考虑到二阶微

扰项的情况下，有效哈密顿量合理地解释了拉曼过程所产生的非线性效应，从而可用于分析原子非线性引

起的非经典效应随泵浦场的拉比频率、泵浦场失谐的变化关系。
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０　引言
光场与物质相互作用是量子光学领域中最重

要的课题之一。而有效哈密顿量在量子光学领域

中扮演着基础而重要的角色［１］。光与原子之间的

相互作用可以产生许多新奇而重要的量子相干效

应和量子现象，如相干布局俘获（ＣＰＴ）［２，３］、电磁

诱导透明（ＥＩＴ）［４，５］、电磁诱导吸收（ＥＩＡ）［６，７］、无

粒子数反转放大激光（ＬＷＩ）［８，９］、光减速与超光

速［１０－１２］、量子纠缠以及非经典光场、非线性效应

增强等一系列有趣的量子现象。这一系列现象的

描述，其辐射场与介质相互作用的哈密顿量是讨

论问题的基本出发点。

纠缠光作为量子信息处理和量子通信的重要

资源，需与介质相互作用才能完成信息的存储功

能，为此，要求纠缠光的频率与原子共振跃迁频

率相等，同时需要窄频宽来保证光与介质的有效

耦合。因此获得高亮度、窄带宽、相干时间长的

纠缠光源是十分必要的。１９９９年，Ｍ．Ｄ．Ｌｕｋｉｎ

等人提出了在一个双Λ型的四能级原子模型中，

基于原子相干效应，可以利用ＥＩＴ介质中增强的

四波混频效应产生强度关联的非经典场［１３］。之

后，Ｃ．Ｆ．ＭｃＣｏｒｍｉｃｋ等人也应用类似双Λ型结

构的三能级原子系统，利用四波混频效应在热 Ｒｂ
气体中实现了－３．５ｄＢ的强度差压缩，产生了窄

频宽、近原子共振的压缩光场［１４］。随后在２００８
年获得了低于散粒噪声基准８ｄＢ的强度差压

缩［１５］。同年，Ｖ．Ｂｏｙｅｒ小组还是在该模型的基础

上实现了量子成像［１６］。该系统一直被认为是产

生窄频宽，并与原子共振跃迁频率相同压缩光的

有效办法。然而这一系列实验研究工作都基于定

性的Ｒａｍａｎ非线性解释，相应的定量化理论模型

将会对讨论各种参数的影响具有实际意义，为

此，我们基于该原子模型，应用二阶微扰论的方

法计算了光场与双Λ型原子相互作用的有效哈

密顿量。该结论可以用来讨论光场与双Λ 型三

能级原子相互作用后光场的非经典效应随泵浦场
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的拉比频率，泵浦场失谐等参量变化的关系，该

结果对于在原子系统中产生非经典光场方面的实

验研究具有理论指导意义。

１　基本模型
如图１所示，考虑一双Λ型原子结构模型，其

中｜３〉是激发态，｜１〉和｜２〉是基态。能级｜ｌ〉（ｌ

＝１，２，３）之间的频率差为ωｌｊ＝ωｌ－ωｊ。一束频

率为ω０ 的泵浦场同时作用于能级｜３〉→｜１〉和｜
３〉→｜２〉之间，而且失谐分别为Δ＝ω０－ω３１和δ＋

Δ＝ω０－ω３２，其中δ＝ω２１ 为能级｜２〉和｜１〉之间

的频率差。泵浦场的拉比频率为Ω。

图１　原子的能级结构

Ｆｉｇ．１　（Ｃｏｌｏｒ　ｏｎｌｉｎｅ）Ｔｈｅ　ｌｅｖｅｌ　ｄｉａｇｒａｍ

在远失谐的泵浦场作用下，由于 Ｒａｍａｎ过

程，原子吸收一个泵浦光子，从基态｜２〉跃迁到激

发态｜３〉，从激发态｜３〉回到基态｜１〉的过程中产

生一个频率为ωｂ 的光子。然后再吸收一个泵浦

光子，原子从基态｜１〉被激发到能态｜３〉再回到能

态｜２〉产生一个频率为ωａ 的光子。该模型最重要

的特点是光场通过两个超精细基态之间的相干性

来耦合，因而在激发态原子的布局数很少，这样

就会强烈的抑制原子的自发辐射；同时，在该模

型中，原子与光场的失谐量很大，这样就会大大

的减少原子对产生的量子化场，^ｂ的吸收 （^ｂ，

分别为产生的量子化场的湮灭算符）。在下面的

讨论中，我们考虑一个理想系统，忽略了多普勒

效应和朗之万噪声的影响。

２　哈密顿量和运动方程
在旋转波近似下系统的哈密顿量为 （＝１）

Ｈ ＝∑
３

ｌ＝１
ωｌσｌｌ＋ＨＶ（ｔ） （１）

其中相互作用哈密顿量为

ＨＶ（ｔ）＝（Ωｅ－ｉω０ｔ＋ｂｅ－ｉωｂｔ）σ３１＋
（Ωｅ－ｉω０ｔ＋ａｅ－ｉωａｔ）σ３２＋Ｈ．Ｃ． （２）

其中Ω＝珚Ωｅｉｋ

ｐ·ｒ
，ａ＝ｄ３２珔ａｅｉｋ


ａ·ｒ
，ｂ＝ｄ３１珔ｂｅｉｋ


ｂ·ｒ
，

ｄ３１，ｄ３２是耦合常数，ｋ

ｐ为泵浦场的波矢，ｋ


ｂ，ｋ


ａ为

产生场的波矢。

在偶极近似的条件下，原子算符满足海森堡

运动方程：

σｍｎ ＝ｉωｍｎσｍｎ ＋ｉ［ＨＶ（ｔ），σｍｎ］

（ｍ，ｎ＝１，２，３） （３）

将（２）式代入（３）式，得到运动方程：

σ１１ ＝γ１σ３３＋ｉ（Ω＋ｅ－ｉδｔｂ）ｅ－ｉω０ｔσ３１－

ｉ（Ω＊ ＋ｅｉδｔｂ）ｅｉω０ｔσ１３ （４）

σ２２ ＝γ２σ３３＋ｉ（Ω＋ｅｉδｔａ）ｅ－ｉω０ｔσ３２－

ｉ（Ω＊ ＋ｅ－ｉδｔａ）ｅｉω０ｔσ２３ （５）

σ３３ ＝－（γ１＋γ２）σ３３－ｉ（Ω＋ｅ－ｉδｔｂ）ｅ－ｉω０ｔσ３１－

ｉ（Ω＋ｅｉδｔａ）ｅ－ｉω０ｔσ３２＋

ｉ（Ω＊ ＋ｅｉδｔｂ）ｅｉω０ｔσ１３＋

ｉ（Ω＊ ＋ｅ－ｉδｔａ）ｅｉω０ｔσ２３ （６）

σ３１ ＝（ｉω３１－γ３１）σ３１＋

ｉ（Ω＊ｅｉω０ｔ＋ｅｉωｂｔｂ）（σ１１－σ３３）＋

ｉ（Ω＊ｅｉω０ｔ＋ｅｉωａｔａ）σ２１ （７）

σ３２ ＝（ｉω３２－γ３２）σ３２＋ｉ（Ω＊ｅｉω０ｔ＋ｅｉωｂｔｂ）σ１２＋

ｉ（Ω＊ｅｉω０ｔ＋ｅｉωａｔａ）（σ２２－σ３３） （８）

σ２１ ＝（ｉω２１－γ２１）σ２１－ｉ（Ω＊ ＋ｅｉδｔｂ）ｅｉω０ｔσ２３＋

ｉ（Ω＋ｅｉδｔａ）ｅ－ｉω０ｔσ３１ （９）

其中δ＝ω０－ωａ ＝ωｂ－ω０ ＝ω２１。原子从激发态

｜３〉到基态｜１〉和｜２〉的衰变率分别为γ１ 和γ２。

γ３１，γ３２ 和γ２１ 分别是能级｜３〉和｜１〉，｜３〉和｜２〉，

｜２〉和｜１〉之间的衰变率。
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引入如下变换：

Ｑｍｍ ＝σｍｍ（ｍ＝１，２，３）

Ｑ３１ ＝σ３１ｅ－ｉω０ｔ

Ｑ３２ ＝σ３２ｅ－ｉω０ｔ

Ｑ２１ ＝σ２１ （１０）

原子算符的运动方程变为

Ｑ１１ ＝γ１Ｑ３３－ｉ（Ω＊ ＋ｅｉδｔｂ）Ｑ１３＋

ｉ（Ω＋ｅ－ｉδｔｂ）Ｑ３１
Ｑ２２ ＝γ２Ｑ３３－ｉ（Ω＊ ＋ｅ－ｉδｔａ）Ｑ２３＋

ｉ（Ω＋ｅｉδｔａ）Ｑ３２
Ｑ３３ ＝－（γ１＋γ２）Ｑ３３－ｉ（Ω＋ｅ－ｉδｔｂ）Ｑ３１－

ｉ（Ω＋ｅｉδｔａ）Ｑ３２＋ｉ（Ω＊ ＋ｅｉδｔｂ）Ｑ１３＋

ｉ（Ω＊ ＋ｅ－ｉδｔａ）Ｑ２３ （１１）
Ｑ３１ ＝ｉΓｐＱ３１＋ｉ（Ω＊ ＋ｅｉδｔｂ）（Ｑ１１－Ｑ３３）＋

ｉ（Ω＊ ＋ｅ－ｉδｔａ）Ｑ２１
Ｑ３２ ＝－ｉΓａＱ３２＋ｉ（Ω＊ ＋ｅｉδｔｂ）Ｑ１２＋

ｉ（Ω＊ ＋ｅ－ｉδｔａ）（Ｑ２２－Ｑ３３）
Ｑ２１ ＝ｉΓ２１Ｑ２１－ｉ（Ω＊ ＋ｅｉδｔｂ）Ｑ２３＋

ｉ（Ω＋ｅｉδｔａ）Ｑ３１ （１２）

其中Γｐ ＝－Δ＋ｉγ３１，Γａ ＝δ＋Δ－ｉγ３２，Γ２１ ＝δ
＋ｉγ２１，Δ＝ω０－ω３１。
使用微扰论的方法求解Ｑ３１ 和Ｑ２３，假定：

Ｑ３１ ＝Ｑ（０）
３１ ＋Ｑ（１）

３１ ＋Ｑ（２）
３１ ＋…

Ｑ２３ ＝Ｑ（０）
２３ ＋Ｑ（１）

２３ ＋Ｑ（２）
２３ ＋… （１３）

注意到Ｑ（０）
３１ 和Ｑ（０）

２３ 不包含光场算符（或ｂ^），Ｑ（１）
３１

和Ｑ（１）
２３ 只包含其中一个光场算符，而Ｑ（２）

３１ 和Ｑ（２）
２３

同时包含两个算符。将（１３）式和（１０）式代入（２）

式，我们只保留含有量子化算符和ｂ^的项，于是
将原子算符Ｑ３１和Ｑ３２近似到二阶，此时有效的相
互作用哈密顿量为

ＨＶ（ｔ）

＝（Ω＋ｂｅ－ｉδｔ）（Ｑ（０）
３１ ＋Ｑ（１）

３１ ＋Ｑ（２）
３１ ）＋

（Ω＊ ＋ａｅ－ｉδｔ）（Ｑ（０）
２３ ＋Ｑ（１）

２３ ＋Ｑ（２）
２３ ）＋Ｈ．Ｃ．

≈ｂｅ－ｉδｔ　Ｑ（１）
３１ ＋ΩＱ（２）

３１ ＋

ａｅ－ｉδｔ　Ｑ（１）
２３ ＋Ω＊Ｑ（２）

２３ ＋Ｈ．Ｃ． （１４）
（１４）式中的约等号是因为我们只保留了关联项，

而去掉了仅含有单个光场算符（或ｂ^）的项和常
数项。

３　用微扰论求解Ｑ３１ 和Ｑ３２
通过方程（１０）－（１２）可得Ｑ３１和Ｑ２３的零阶稳

态解为

Ｑ（０）
１１ ＝ １Ｇ

［δ２（Δ２＋γ２）＋

δ（δ＋２Δ）｜Ω｜２＋４｜Ω｜４］ （１５）

Ｑ（０）
２２ ＝ １Ｇ

［δ２（Δ２＋２Δδ＋γ２＋δ２）－

δ（δ＋２Δ）｜Ω｜２＋４｜Ω｜４］ （１６）

Ｑ（０）
３３ ＝２δ

２

Ｇ ｜Ω｜
２ （１７）

Ｑ（０）
３１ ＝ δＧΩ

＊［（ｉγ＋Δ）δ＋２｜Ω｜２］

＝（Ｑ（０）
１３ ）＊ （１８）

Ｑ（０）
２３ ＝ δＧΩ

［（δ＋Δ－ｉγ）δ－２｜Ω｜２］

＝（Ｑ（０）
３２ ）＊ （１９）

Ｑ（０）
２１ ＝｜Ω｜

２

Ｇ
［δ（δ－２ｉγ）－４｜Ω｜２］

＝（Ｑ（０）
１２ ）＊ （２０）

其中

Ｇ＝δ２（δ２＋２Δδ＋２Δ２＋２γ２）＋
２δ２｜Ω｜２＋８｜Ω｜４

从（１５）－（２０）式 可 清 楚 地 看 出，在 满 足 条 件

｜Δ／δ｜２ ≈０和｜γ／δ｜２，｜Ω／δ｜２，｜ΔΩ／δ２｜→０
时，Ｑ（０）

１１ ≈Ｑ（０）
３３ ≈Ｑ（０）

３１ ≈Ｑ（０）
２３ ≈Ｑ（０）

２１ ≈０，而且

Ｑ（０）
２２ ≈１，这意味着强的泵浦场和弱的探针场使

得大部分原子布局在｜２〉态上。

使用类似的方法，我们可以得到Ｑ３１和Ｑ２３的
一阶稳态解为：

Ｑ（１）
３１ ＝ Ｈ

（１）
３１

Ｎ
，　　Ｑ（１）

２３ ＝ Ｈ
（１）
２３

Ｎ
（２１）

其中

Ｈ（１）
３１ →－ａｅ（ｉｔδ）（Ω＊）２２γ

２δ２
Ｇ ×

［δ２（－Δ－ｉγ）（Δ２＋２Δδ＋γ２＋δ２）－

δ（４γ２－２ｉγδ－４ｉΔγ＋
３δ２＋４Δδ）｜Ω｜２＋
２（２ｉγ＋６Δ＋δ）｜Ω｜４］ （２２）

Ｈ（１）
２３ →－ｂｅ（ｉｔδ）Ω２２γ

２δ２
Ｇ
［δ２（Δ２＋γ２）×

（－Δ＋ｉγ－δ）＋δ（４γ２＋
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２ｉγδ＋４ｉΔγ－δ２－４Δδ）｜Ω｜２－
２（－６Δ＋２ｉγ－５δ）｜Ω｜４］ （２３）

其中

Ｎ ＝２γ２｜Ω｜２　Ｇ
（２２）和（２３）中的箭头是因为我们仅保留了包含

单个光场算符并且满足位相匹配条件的项。

来自一阶稳态解Ｑ（１）
３１ 和Ｑ（１）

２３ 的关联项为

ｂｅ－ｉδｔ　Ｑ（１）
３１ ＋ａｅ－ｉδｔ　Ｑ（１）

２３ ＋Ｈ．Ｃ．

＝ｂｅ－ｉδｔＨ
（１）
３１

Ｎ ＋ａｅ－ｉδｔＨ
（１）
２３

Ｎ ＋Ｈ．Ｃ．

→Λａｂ＋Λ＊ａｂ （２４）

其中

Λ＝δ
２

Ｇ２
｛ｉδ２［２γ２－ｉγδ＋

（δ＋２Δ）（δ＋Δ）］（γ－ｉΔ）Ω
＊

Ω ＋

４δ２（δ＋２Δ）（Ω＊）２－

４（２ｉγ＋６Δ＋３δ）｜Ω｜２（Ω＊）２｝ （２５）

在考虑二阶项的情况下，Ｑ（２）
３１ 和Ｑ（２）

２３ 的二阶解为

Ｑ（２）
３１ ＝ Ｈ

（２）
３１

Ｎ
，　　Ｑ（２）

２３ ＝ Ｈ
（２）
２３

Ｎ
（２６）

其中

Ｈ（２）
３１ ＝ｄｅｔ

１　 １　 １　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０

０ ０ ｉγ Ω＊ ｎ１ ０ ０ ０ ０

０ ０ ｉγ ０ ｎ２ Ω＊ －Ω ０ ０

Ω＊ ０ －Ω＊ ０ ｎ３ ０ ０ Ω＊ ０

０ －Ω＊ Ω＊ ０ ｎ４ ０ （δ＋Δ－ｉγ） ０ －Ω＊

０ ０ ０ ０ ｎ５ －Ω＊ ０ δ ０

Ω ０ －Ω （－Δ－ｉγ） ｎ＊３ ０ ０ ０ Ω

０ －Ω Ω ０ ｎ＊４ （δ＋Δ＋ｉγ） ０ －Ω ０

０ ０ ０ Ω＊ ｎ＊５ ０ －Ω ０

烄

烆

烌

烎δ

（２７）

Ｈ（２）
２３ ＝ｄｅｔ

１　 １　 １　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０

０ ０ ｉγ Ω＊ －Ω ｎ１ ０ ０ ０

０ ０ ｉγ ０ ０ ｎ２ －Ω ０ ０

Ω＊ ０ －Ω＊ ０ （－Δ＋ｉγ） ｎ３ ０ Ω＊ ０

０ －Ω＊ Ω＊ ０ ０ ｎ４ （δ＋Δ－ｉγ） ０ －Ω＊

０ ０ ０ ０ Ω ｎ５ ０ δ ０

Ω ０ －Ω （－Δ－ｉγ） ０ ｎ＊３ ０ ０ Ω

０ －Ω Ω ０ ０ ｎ＊４ ０ －Ω ０

０ ０ ０ Ω＊ ０ ｎ＊５ －Ω ０

烄

烆

烌

烎δ

（２８）

　　如果我们仅仅考虑 Ｈ（２）
３１ 和 Ｈ（２）

２３ 中包含ａｂ和

ａｂ的项，因为只有这些项才满足位相匹配条件。

来自二阶稳态解Ｑ（２）
３１ 和Ｑ（２）

２３ 的关联项：

ΩＱ（２）
３１ ＋Ω＊Ｑ（２）

２３ ＋Ｈ．Ｃ．

＝ΩＨ
（２）
３１

Ｎ ＋Ω＊ Ｈ
（２）
２３

Ｎ ＋Ｈ．Ｃ．

→μａｂ＋μ＊ａ
ｂ （２９）

其中

μ＝
８γ６｜Ω｜４δ２Ω＊２

Ｎ３ ×

｛δ４［γ－ｉ（δ＋Δ）］（－ｉγ－Δ）×
［４γ３＋６ｉγ２（δ＋２Δ）－
２γ（δ２＋６δΔ＋６Δ２）＋
ｉ（δ３－６δΔ２－４Δ３）］＋
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２δ４［－２ｉγ３－９γ２（δ＋２Δ）＋
７（δ＋２Δ）（δ＋Δ）Δ－
ｉγ（δ２＋２δΔ＋２Δ２）］｜Ω｜２－
４δ２（δ＋２Δ）（７δ２＋１６δΔ＋１６Δ２）｜Ω｜４＋
８δ２（２ｉγ－３δ－６Δ）｜Ω｜６＋
３２［２ｉγ＋７（δ＋２Δ）］｜Ω｜８｝ （３０）

４　有效哈密顿量
在二阶微扰论近似下求解与（１）式等价的有

效哈密顿量：

ＨＶ →ｂｅ－ｉδｔ　Ｑ（１）
３１ ＋ΩＱ（２）

３１ ＋ａｅ－ｉδｔ　Ｑ（１）
２３ ＋

Ω＊Ｑ（２）
２３ ＋Ｈ．Ｃ．

＝（Λ＋μ）ａｂ＋Ｈ．Ｃ．

＝λａｂ＋λ＊ａｂ （３１）

其中

λ＝４δ
６

Ｇ３
（δ＋２Δ）×

　 ［γ２＋（δ＋Δ）２］（γ２＋Δ２）Ω
＊

｛ Ω＋

　
　
（δ２－２γ２＋６δΔ＋６Δ２）（Ω＊）｝２ －

　１６δ
２（δ＋２Δ）
Ｇ３

［δ２（γ２＋２δ２＋５δΔ＋５Δ２）＋

　δ２｜Ω｜２－８｜Ω｜４］｜Ω｜２（Ω＊）２ （３２）

考 虑 到 Ω ＝ 珚Ωｅｉｋ

ｐ·ｒ
，ａ ＝ ｄ３２珔ａｅｉｋ


ａ·ｒ
，ｂ ＝

ｄ３１珔ｂｅｉｋ

ｂ·ｒ
，在满足位相匹配条件ｋａ＋ｋ


ｂ－２　ｋ


ｐ ＝

０的情况下，得到系统在相互作用绘景中的有效

哈密顿量：

Ｈｅｆｆ ＝κ１珔ａ珔ｂ＋κ＊１ 珔ａ珔ｂ （３３）

其中

κ１＝κ珚Ω２　ｄ＊３１ｄ＊３２

κ＝ ４δ６（δ＋２Δ）
［δ２（δ２＋２Δδ＋２Δ２）］３×

　
［γ２＋（δ＋Δ）２］（γ２＋Δ２）

｜珚Ω｜｛ ２ ＋

　
　
（δ２＋６δΔ＋６Δ２－２γ２ ｝）

　　通过有效哈密顿量中耦合系数κ１ 的具体表

达式，它代表 Ｒａｍａｎ过程产生的非线性的大小，

可以看出它和泵浦场的拉比频率Ω，泵浦场与原

子失谐量Δ和双光子失谐δ有关。该结果可用于

进一步分析光与原子相互作用后光场的非经典

特性随各参量变化的关系，对于产生非经典光场

方面的实验研究具有理论指导意义。

５　总结
综上所述，本文利用微扰论的方法在计算到

二阶微扰项的情况下，用光场算符表达原子算符

推导出光场与双Λ型的三能级原子相互作用的

有效哈密顿量。获得了光与原子相互作用有效

哈密顿量中耦合系数的具体表达式。该结果可

用于分析光与原子相互作用后光场的非经典效

应随泵浦场的拉比频率，以及泵浦场失谐变化的

关系。
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